Calculo del rango de matrices

Objetivos. Aprender a calcular el rango de matrices.

Requisitos. Definicion y propiedades del rango de una matriz, eliminacion de Gauss,
matrices escalonadas y pseudoescalonadas.

1. Método. Sabemos que el rango de una matriz no se cambia al aplicar operaciones
elementales por renglones, y el rango de una matriz ecalonada o pseudoescalonada por
renglones es igual al nimero de sus renglones no nulos. Por eso, para calcular el rango de
una matriz, la transformamos (haciendo operaciones elementales por renglones) en una
matriz escalonada o pseudoescalonada. También podemos transformarla con operaciones
elementales por columnas en una matriz pseudoescalonada por columnas.

2. Ejemplo. Calculemos el rango de la siguiente matriz:

2 -3 3 -1
A=1|3 -4 10 -7
3 =5 -1 4

Primera solucion. En el primer paso usamos como pivote el elemento A 4:

Ro+=—TR; 2 =3 3 -1 2 =3 3 —1
A= g 17 11 o | Bl 11 17 —11 0

11 —-17 11 0 0 0 0 0

La ultima matriz B es pseudoescalonada por renglones: en cada renglén no nulo hay una
entrada no nula tal que todas las entradas por debajo de esta (en la misma columna)
son cero. El rango de B es igual el nimero de sus renglones no nulos: r(B) = 2. Como
el rango de una matriz no se cambia al aplicar operaciones elementales por renglones,

r(A) =r(B) =2. O

Segunda solucién. Se sabe que r(A) = r(A"). Haciendo operaciones elementales por ren-
glones transformemos la matriz AT en una matriz pseudoescalonada:

29 3 37 Ri=2R 0 —11 11 R+ Ry 1 -7 4
- Rs +=11/17R
3 —4 —5 | WroEm 0 17 17 | misuie 0 17 —17
3 10 —1 10 —11 11 o
1 -7 4 1 -7 4 0 0 0
AT &
De aquf r(A4) =1(A") =1(C) = 2. O
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Tercera solucion. Esta vez usamos la entrada A;; = 2 como pivote:

Rot=—3l o  _3 3 -1 2 -3 3 -1
R3 4= —§R1 R3 +=Ra
A—— |0 1/2 11/2 —-11/2 | ———= | 0 1/2 11/2 —11/2
0 —1/2 —11/2 11/2 0 0 0 0
Hemos transformado la matriz A en una matriz escalonada D, y D tiene dos renglones
no nulos. Por lo tanto, r(A) = r(D) = 2. O
Cuarta solucion. Aplicamos operaciones elementales por columnas, usando 4,4 = —1

como pivote:

_ Ci1+C.
) 0 0 0 1] @i o1 000
A_Cr=C ol gy g7 —qp -7 | =R 2 47 0 0
11 —-17 11 4 4 —17 0 0

La ultima matriz es pseudoescalonada por columnas, esto es, en cada columna no nula hay
una entrada no nula tal que todas las entradas a la derecha (del mismo renglén) son cero. El
rango de esta matriz £ es igual al nimero de sus columnas no nulas: r(4) =r(E) =2. O

3. Ejemplos. Calcular el rango de cada una de las siguientes matrices:

—b=1 2 1 -1 2 31
1 2 -2 -2

, 3 0 -1 0 2
0 L -1 0 5 0 10 0
1 3 -3 -2

4. Ejercicios. Calcule el rango de cada una de las siguientes matrices:

1 1 0 3 1 0 2 -1 2
-1 2 3 3 -4 3 -1 23
2 1 -1 4 3| 1 2 -1 2
1 -1 -2 -1 3 3 3 07
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5. Ejemplo. Para matrices de pequenos tamanos a veces esta claro sin calculos cual es

su rango. Calculemos los rangos de las siguientes matrices:
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La matriz A tiene dos filas no nulas, y ninguna de estas filas es multipla de otra,
por eso r(A) = 2.

. En lamatriz B la primera fila es no nula, la segunda fila es un miltiplo de la primera,

y la tercera no es un miultiplo de la primera. Por eso r(B) = 2.

. La matriz C' es pseudoescalonada y tiene tres filas no nulas, por eso r(C) = 3.

Todas tres filas de la matriz D son multiplas una de otra (lo mismo con las colum-
nas), por eso r(D) = 1.

La matriz E tiene dos columnas no nulas, y ninguna de estas es multiplo de la otra.
Por eso r(F) = 2.

La matriz F' es pseudoescalonada por columnas y tiene tres columnas no nulas. Por
eso r(F) = 3. O

6. Ejercicios. Calcule los rangos de las siguientes matrices sin transformarlas:

[ 3 -2 4 1 _i ; [ 347
A= 5 7 1 8], B = L3l C=|-1001/,
| 6 4 -8 -2 R | 250
[ 1 2 3 [ 3 —1 4 -
D=1| -5 —10 —15 |, E=|5 07], F= g_é8
| -2 -4 -6 |6 00 -
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7. Estan dadas cuatro matrices A, B, C, D:

[ -1 -3 -1 0 1 2
A= 1 2, B=|-1 -1 0 3|,

| 2 5 | -3 0 0 2

3 -2 7 3 —7
C__—6 4 —14 | D__4 1

Sea F la lista de las columnas de la matriz A y sea S = ¢(F) el subespacio generado por
F en el espacio V = R™, donde m es el numero de los renglones de la matriz A. Determine
el rango y otras caracteristicas de F. De manera similar considere las columnas de las
matrices B, C'y D. Llene la tabla correspondiente.

Solucion. Denotemos por n := |F| al nimero de las columnas de la matriz y por r := r(F)
su rango. Para determinar propiedades de F usamos los siguientes criterios:

— 1(F)=n;

F es linealmente independiente

F genera al espacio V =R" <= 1(F)=m;

F es una base de V' <= es linealmente independiente y genera a V.

La matriz A tiene s6lo dos columnas, y estas dos son linealmente independientes (la
primera es no nula y la segunda no es miltiplo de la primera). Por esor =n=2<m,y
las columnas de A no generan a R3.

La matriz B es pseudoescalonada por filas y tiene tres filas no nulas, por eso r = 3.
Como r < n, las columnas de B son linealmente dependientes. La la igualdad » = m se
sigue que las columnas de B generan al espacio R3. Como son linealmente dependientes,
no forman base de R3.

La matriz C tiene dos filas. La primera fila es no nula, y la segunda es un multiplo de
la primera. Por eso la primera fila forma una sublista basica de la lista de filas de C', y
r=1(C) =1. Como r < n (1 < 3), las columnas de C son linealmente dependientes, y
como r < m (1 < 2), las columnas de C' no generan a R2.

La matriz D tiene dos filas. La primera es no nula, y la segunda no es un multiplo de
la primera. Por eso r = 2. Como m = n = r, las columnas de D forman una base de R?.

A B C D
dim(V) =m 3 3 2 2
|Fl=n 2 4 3 2
rango(F) = r 2 3 1 2 0O
dim(S) 2 3 1 2
ies F lin. indep. S no no st
,genera F al espacio V | no s no s
jes F una base de V no no no st
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